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DNS-2 — Corrigé

I D’apres escp 2004

1. Ceci est un apercu du cours a venir !
a) Rappel : on définit G, par :

Gx(t) = f "P(X = n)

+oo
On sait que la série Y  P(X = n) converge : elle calcule IP’( UX = n)) La fonction
n>0 n=0
G x est donc définie en 1. Comme il s’agit d’'une somme de série entiere, elle est alors
aussi définie sur | — 1, 1[. De plus la série calculant Gx(—1) converge absolument,
donc Gx est définie en —1.
On vient donc de montrer que Gx est définie sur [—1, 1], donc sur [0, 1].

b)Comme ’énoncé indique X(Q) C N, on a :
+oo

Gx(1)=P(J(X =n)) =P(X eN) = 1.

n=0
c¢) Puisque la série définissant G x converge en 1, on a Ry > 1.

2. Ici on veut montrer que X a une espérance et la comparer a G’y (1).
a) On sait que pour tout n > 1 et tout x # 1 :

(n—1)4+1 __ 1 B " —1

n—1
T
1 et = Y ok = _ .
Tt T k_ox r—1 r—1

On a donc :

_ +oo no__
v e 0,1, Sx@ =Gx() _ Zanz_ll

rz—1 —
+oo " —1

= Zanﬁ (z°=1)

n=1

+oo n—1
=> an (> 2"

n=1 k=0

Gx(z) — Gx(1)

r—1

b)La fonction x — est une somme de fonctions croissantes’ : elle est

donc croissante.

1Car, pour tout n > 1 on a a, > 0.
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Cette fonction croissante sur [0, 1[ a une limite en 17 et est toujours inférieure a cette
limite :

Gx(l‘> - Gx(l) < lim Gx<$> - Gx(l)

r—1 z—1 r—1
x<l

Vr e [0,1], = G (1).

¢) Tronquons la somme du a). Pour tout « € [0, 1] et tout N > 1 :

<SS < SaE o) <o

Donc, en 6tant une des inégalités :

n—1

< ian(z :L‘k) <G
n=1 k=0

En faisant tendre x vers 17, on obtient 'inégalité annoncée.
Comme la série Z na, est a termes positifs et que ses sommes partielles sont majo-

n>1
+o0
, /. /
rées, cette série converge. De plus > na, < G'x(1).
n=1

d)Nous avons déja la seconde inégalité. Pour l'autre :
n—1
Vn>1, Yz €[0,1], 0 < an(z xk) < na,

k=0

Donc, en sommant, on trouve bien :

O<G<) Gl <Znan

- z—1

e) Comme X(©2) = N, X a une espérance si et seulement si »  na, converge (absolu-
n>1

ment) et, dans le cas de la convergence E(X) = > na,.

Le ¢) montre donc que X a une espérance.
En faisant tendre x — 1~ dans la formule trouvée au d), on obtient :

G ( Znan<G’()

n=1

Donc E(X) = G’y (1).

3. Ici, nous ne sommes plus dans le cadre de la question 2. On ne fait que supposer que
E(X) existe, pour en déduire que Gx est dérivable en 1 et en suite que E(X) = G’y (1).
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a)Pour n > 1 et tout x € [0,1], on a |u,(z)| = |na,z" | < na,, donc :

[04] = M.

vl

Comme X a une espérance, Z na, converge et donc par comparaison Z u., converge
n>1 n>1
normalement sur [0, 1].

b)Nous avons :
e pour tout n € N, u, est C' sur [0, 1];

e la série » wu, converge simplement sur [0, 1] (cf 1.);

e la série > u), converge normalement sur [0, 1].

+o00
En utilisant le théoréme ad hoc, Gx = > u,, est donc C* sur [0,1] et on a :
n=0

+oo ! +o0
n=0 n=1
En se placant en 1, on a :

+oo +oo
=> u,(1)=> na, =E(X
n=1 n=1

II D’apres Ecricome 2006

Partie A

1.a)On a clairement :

(Ly=n)=%P---PF"U“F..-FP”
foi foi

=(PN---NP,NF, 1 )UFN---NE,NPiq).

b)Les événements P, N---N P, N Fq et FyN---NF, N P, étant incompatibles on
a:

P(len):P(P1ﬁ~~ﬂP anH)Jr]P(meﬂanPnH)

= H P(P) x P(Fy1) + H P(F;) x P(P,,1) (indépendance des P;)

=p (1—p)+(1—p)”p-
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+oo
. x
¢) En se souvenant que si |z| <1 alors Y _ 2" = . ,ona:
n=1 -

+o00o +o0 +oo
S P(Li=n)=q¢Y p"+pY_ q"
n=1 n=1 n=1

. p q
—a P
=p+q

=1

d)On a, pour ¢ € [0,1] :

G (t) = +f@(Ll = n)t"

“+o00o
=> "¢+ q"p)t"
n=1

= S gty + 3 et

t t
qp i pq '
1—pt 1—gqt

e) Utilisons le I. G est dérivable sur [0, 1]. Donc L; a une espérance et :

]E([q) = G/1(1)

PP = g~ 5=
1-p2 p* p(1-p)
La fonction ¢ atteint don un minimum quand p = 1/2 qui vaut ¢(1/2) = 2. C’est a
dire que L; a une espérance minimale quand p = 1/2 et que ce minimum vaut 2.
2.a)On a tout aussi simplement :

(len)ﬂ(LQZk):(leﬂpnﬂFn+1man+kan+k+1)
UFIN--NF,NPy NN Pk N Foggrn)

On en déduit donc :

P((Li=n) N (Ly =k)) = p"d"p + ¢"p"a = "¢ + ¢""p"
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b)Les événements ((L1 = n)) - forment un systéme complet d’événements et donc :
n>

P(Ly = k) = 2@(@1 =n) N (Ly = k))

—+o0 —+o00
=p" > "+ > ¢"
n=1 n=1

c) Pour tout ¢t € [0,1] :

k=1

“+o0o
_ Z(pQQk—l + q2pk—1)tk
k=1

—+00 —+00
— p? Z Ay Zpeté
=0 £=0
2 2
t t
p i q
1—qt 1—pt

d)Le rayon de convergence Ry de cette série génératrice vérifie Ry > min(1/p,1/q) et
donc Ry > 1. La fonction G4 est donc deux fois dérivable en 1 et donc Lo a une
espérance et une variance. Un calcul donne :

Gt = P’ piqt 7 ¢pt
2 l—qt (1—gqt)> 1—pt (1—pt)?
_ p2 N q2
(1—qt)>  (1—pt)?
2qp° 2qp°
Gy(t) =

(A—gtp (1= pi)?

donc

E(L2) = G/Q(l)
=1+1
=2
V(Ly) = Gy(1) + Gy(1) — Gy(1)?
=0l ol 1o 92
pq
2

-~ 6
pq
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e) Il s’agit donc de comparer ]P’((Ll =n)N(Ly = k)) et P(Ly =n) x P(Ly = k).
Supposons L; et L, indépendantes. On a donc, par exemple, P(L; = Ly = 1) =
P(L; = 1) x P(Ly = 1). On obtient '’équation : pg = 2pq(p* + ¢*), qui équivaut a
4p* —4p+1 =0, cest & dire p = 1/2.

Réciproquement si p = 1/2 alors, apres calculs, pour tous n, k > 1 :

et donc Ly et Ly sont indépendantes.

Partie B

1. a)On voit clairement que N; est constante égale a 1 et E(N;) = 1.
b)La variable Ny ne peut prendre que deux valeurs 1 et 2. On a :

P(Ny =1) =P(“PP”)+P(“FF”)
— p? ¢
1

2
P(N, = 2) = P(“PF”) + P(“FP”)

= 2pq

Donc

E(N) =

¢) On voit de méme que N3(Q2) = {1,2,3} et

P(N; = 1) = P(“PPP”) + P(“FFF")

1
T4

P(N; = 3) = P(“PFP”) + P(“FPF”)
!
!
P(N; = 2) = 1
3 2

Donc

=

5
|
N



7 DNS-2-Corr

2. On voit que N,(Q) C [1,n]. Les probabilités des cas extrémes étant :

P(N, =1) =P(“PP---P") + P(“FF - F”)
1
= on 1
P(N, =n) =P(“PFPF---") + P(“FPFP---")
1
on—1

3. a) Une nouvelle série commence si X[i] # X[i — 1]. On a alors, par exemple :

1 import random

sm = int(input ("Donnez la valeur de m : "))
+ X = [0]*(m+1)

s N = [0]*(m+1)

6 X[1] = random.randrange (2)

7 N[l] =1

s for i in range(2,m+1):

9 X[i] = random.randrange (2)
10 if X[i]!=X[i—1]Z

11 N[i] = N[i-1]1+1

12 else:

13 N[i] = N[i-1]

14 print (N[1:])

b)Les lignes 4 et 5 initialisent X et L en leur affectant une liste de taille m + 1 ne
contentant que des 0. La ligne 14 quand a elle affiche les éléments d’indices 1 a m
de la liste N : on affiche donc les valeurs prises par Ni,..., N,,.

4. a) Pour qu’une nouvelle liste commence au ne jet, il faut que les résultats du n° et du
(n — 1) jets soient différents. On a alors :

(No=k) NPy = ((Naos =k) N Pis NP U ((Nyy =k = 1) N F,a N Py

De plus N, ne s’intéresse qu’au résultat des jets 1 a n — 1. L’événement (V1 =
k)N P, et 'événement P, sont donc indépendants. D’ou :

P((Noo1 = k)N Pay N P,) = P(P) x P((Nyoy = k) N Py

P((Nooy =k =1)NFu N By) =P(Py) x P((Nyoy = k= 1) N F, )
La formule demandée est donc claire : les événements P,_; et F,,_; sont incompa-
tibles.
Le systeme (P, F},) est complet. En additionnant la formule trouvée et celle donnée
par I’énoncé on a alors :

P(N, =k)=P((N,=k)NP,) +P(N, =k)NF,)

1 1
- §P(Nn_1 - ]{f) + 5]1)(]\7”_1 - k - ].)
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b)Calculons :

k=1
1 1
=3 STP(Nyoy = k)s* + 3 S P(Ny1 =k —1)s*
k=1 k=1
1 n 1 n—1
=3 STP(Nyoy = k)s* + 3 Y P(N,—1=0st ({=k-1)
k=1 =0

comme N,,_; C [1,n— 1], on a P(N,,—; =n) =P(N,,_; =0) =0 et donc :

1 n—1

n—1
Gu(s) = 5 3 P(Naoy = K)s* + g S P(N,_; = 0)s"
k=1 =1

1 S

= iGn_l(S) + §Gn—1(5)
1

. ;SGn_l(s)

Comme N; = 1, on a G1(s) = s. La formule finale est alors évidente : elle donne le
1+s

terme général d’une site géométrique de premier terme s et de raison

¢)On a alors :
-1 1
E(N,) = G(1) =1+ = ="




