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DS-1
22 septembre 2018
Durée 4h

I Premier probleme

: , . 1
1. Justifier que la série ;1 — converge.
n>

Dorénavant on note (5,,) la suite de ses sommes partielles et ¢ sa somme. C’est-a-dire :

n 1 +001
VneN, S,=Y 5, (=Y = lm S,
p n:ln

p=1

On considere pour tout nombre entier p > 0 les deux intégrales suivantes :
/2 /2
I, = / cos®(t)dt, J, = / 2 cos?(t) dt.
0 0

2. Convergence de la suite (Jp/Ip)

a) Justifier que 1’équation

pGN'
2
cos(z) = —
T

7r
a une unique solution dans l'intervalle [0, 5]

b)Etablir I'inégalité suivante pour tout nombre réel ¢ tel que 0 <t < 7/2 :
T
t < —sin(f).
< Zsin(t)

(On pourra étudier une fonction auxiliaire)

c) Etablir I'inégalité suivante pour tout nombre entier p > 0 :

d)Montrer, en intégrant par parties l'intégrale I,,1, que

_2p+1[
p+1_2p+2 p

(on pourra poser u'(t) = cos(t) et v(t) = cos?®"!(t) dans I'intégration par parties).
e) Déduire des résultats précédents que J, /I, tend vers 0 quand p tend vers +oo.

3. Calcul de ¢
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a) Justifier que :

I, = 10/07r/2 tsin(t) cos?*(t) dt.
On admet qu’en poursuivant' les calculs on montre que

L =p2p—1)J,1 —2p°J,

b)Montrer qu’il existe une constante «, qu’on déterminera, telle que :

T H @
Ln I,  p*

c¢) Exprimer S,, a 'aide de la suite (J,/I,) et, éventuellement de la constante a.
d)Calculer I et Jy, puis déterminer (.

II Deuxieme probleme

Les quatre parties sont dans une large mesure indépendantes. Les résultats démontrés au
cours des parties B et C peuvent étre utilisés, si nécessaire, dans la partie D.

Partie A Une fonction qui n’est pas intégrable

1. Montrer que pour k£ > 1,

(k+1)m |sin(t)|dt:/7r sinu du
ke t o u+km

(n+1)m |sm sin u 2 &
Lt = / =
/7r Z 0o u-+km _Wz::

Indication : on utilisera le fait que / sin(u) du = 2 pour minorer une intégrale.
0

2. En déduire que

+oo | sin(t
3. En déduire que / | SH;( ) dt diverge.

™

+oo sint

i+
On note F' : |0, +oo[— R et G : ]0,4+00]— R les applications définies, pour tout réel

dt

Partie B Etude de la fonction z — /0

€]0, +oo| par : '
F(z) = / MY qu et G(z) = / Y qu.
1 U 1 U
1. a) Montrer, pour tout réel z €]0, +oo[ : F(z) = BT cos(1) — COSQU du.
x u

En déduire que F' admet une limite finie en +00. On note « cette limite.
De maniere analogue, on montre que G admet une limite finie en +00. On note [ cette
limite.

'Pour vous, chez vous, faites-les!
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oo sinu + cosu
b)En déduire que, pour tout réel x €]0, +00[, les intégrales / du et / U
X

T u

C8Y qu = p— G(x).

) U
+oo ginu

convergent, et que : /

T u Uu

2. a) Montrer que, pour tout réel z €]0, +o00] et tout réel T' €]0, +o0] :

T sint =+T gin u . z+T cosu
dt = cosz du —sinxz du.
0 T x

“+oo
du = a — F(z) et/

t+x U U
S , e s +o° sint
b)En déduire que, pour tout réel x €]0, +00[, 'intégrale / o dt converge et que :
0 x
+oo sint o0 sin u +% cosu
/ dt:cosx/ du—sinx/ du.
0 t+x x U @ U

On note A : ]0,+00[— R I'application définie, pour tout réel x €]0, +oo[ par :

+oo g
A(x):/ sin ¢ q
o t+x

3. Montrer que l'application A est de classe C? sur |0, +-oo[ et que, pour tout réel x €
10, 400 :
1
A'(z) + Alz) = —
x

4. Etablir que A(z) et A’(z) tendent vers 0 lorsque « tend vers 4-o00.

5. a) Montrer :

cosu
du < —Inz.
U

1
vz €]0, 1], og/

oo cosu
b)En déduire que sinx du tend vers 0 lorsque x tend vers 0 par valeurs
strictement positives.
—+o00 Sinu +o00 Sinu

c¢) Montrer que l'intégrale
0 u
lorsque x tend vers 0 par valeurs strictement positives.

du converge, et établir que A(x) tend vers / u

0 u

too e ¥t

1+ ¢2

1. a)Montrer que, pour tout réel x €0, +oo[ et tout entier naturel k, I'application 6y
définie par 0, (t) = t"e™*" est bornée sur [0, +o0|.
400 tke—xt

142

On note, pour tout entier naturel k, By : |0, +00[—> R T'application définie, pour tout

13 €0 B ey

: €0, : = t.

réel x €]0, +o0[ par : Bg(x) /0 e

On admet que pour tout k € N, By est C* sur R et B, = —By1.

dt

Partie C Autour de la fonction = — /0

b)En déduire que l'intégrale / dt converge.
0
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2. a) Montrer que pour tout réel z €]0, +oo| :
" 1
B{(x) + Bo(x) = .

b)Montrer que, pour tout réel z €]0, +oof :

1 1
0 < By(x) < - et 0 < —Bj(x) < =
et en déduire les limites de By(z) et Bj(z) lorsque x tend vers +oo.

3. a) Montrer :

1
142

- 400 1
_\/E VT
Vr €]0, 400, e /0 dt < By(z) < /0 i dt.
b)En déduire la limite de By(z) lorsque x tend vers 0 par valeurs supérieures.

+00 SiN U

Partie D Calcul de I’intégrale /0 du

u

On considére 'application ¢ : |0, +0o[— R définie, pour tout réel x €]0, +-00[, par :

p(x) = A(z) = Bo(),

ol A a été définie dans la partie I et By a été définie dans la partie II.
On pose U : ]0, +oo[— R DPapplication définie, pour tout réel x €]0, +o00[, par :

1. Montrer que U est constante sur |0, +oo].
2. Quelle est la limite de U lorsque x tend vers +oo ?

3. En déduire que, pour tout réel x €]0, +oo[, A(z) = Boy(x).
oo sinu

4. Quelle est la valeur de / du.

0 u



