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1 DS-3-Corr

DS-3 — Corrigé

L1/

Partie A Cours |[/]

C’est du cours! Donc je ne détaille pas les points : tout ou rien!

1.
2.

Partie B Un espace de fonctions [/]

1. Si ¢ est un fonction continue par morceaux sur |0,+oo[ alors on a, par définition ¢
intégrable ssi |¢| intégrable. Ici p(t) = e P f(¢)...

2. Pour tout ¢ > 0, 0 < ’e‘ptf(t)‘ < |f(t)| et f est intégrable sur |0,4o0|[, donc par
majoration ¢ — e P f(¢) est intégrable sur |0, +oo[, c’est & dire f € E.

3. L’ensemble des fonctions continues par morceaux et intégrables sur |0, +oo[ est un
espace vectoriel. C’est ce qui va permettre de conclure.

e E est un sous-ensemble de 1'espace vectoriel des fonctions continues par morceaux
sur |0, 4+o00].

e La fonction nulle est un élément de E.

e Si f, gsont dans E et A € C alors, pour tout p > 0, t — e ' f(t) et t — e P g(t)

sont intégrables sur |0, +oo[ et donc t — e P/ (\f(t) + g(t)) est intégrable sur
10, +00[. Cest-a-dire \f + g € E.
4.a)Pour tout p > 0, la fonction ¢ — e = 1(t)e " est intégrable sur |0, +o0|. donc
1cE.

b)Soit p > 0 (arbitraire). La fonction u : t — e P*/y/t est continue (par morceaux)
sur ]0, +00[. On a donc deux problémes.

1
e Probléme en 07. On a wu(t) N Donc par comparaison avec un exemple de

Riemann en 0% de parameétre 1/2 < 1, u est intégrable sur ]0, 1].
1
e Probléme en 4+00. On a t*u(t) ——— 0, donc u(t) = o — ). Donc par
0 v (t) = o) Donc p
comparaison avec un exemple de Riemann en +oo de parametre 2 > 1, u est
intégrable sur [1, +00].
La fonction u est donc intégrable sur |0, +o00[ : f; est un élément de E.
c)On a f}(t) = 1/t. En reprenant I'étude précédente, on a e P! f7(t) ~ 1/t et donc
t — e P f2(t) n'est pas intégrable sur 0, 1]
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On a donc f? ¢ E. Remarque : c’était prévisible! Le texte précédant la question 5.
donnait la conclusion...

5.a)On étudie t — te . Cette fonction est positive sur R, et a un maximum en [] SF
t = 1/q. Elle est donc bornée. Notons M, un majorant de cette fonction.

b)Procédons comme demandé : ] SF

tf()e | =te " - |e T £(1)]
< Mle ™ £(2)|

Comme f € E et r > 0, la fonction ¢ — e~ " f(t) est intégrable sur |0, +oo[. Donc
par linéarité puis majoration t — tf(t)e " est intégrable sur |0, +oo[. cqfd.

c¢) Il s’agit d’une récurrence sur k. L'initialisation est simplement une lecture de 'énoncé : [] SF
la fonction f qui s’écrit aussi t — t°f(t) = f(t) est dans E. Si ¢ — t* f(t) est dans
E, le b. permet de dire que t - t* f() est aussi dans E.

d)On réunit 4.a (f = 1) et 5.c pour dire : pour tout k, 0 : t — t* est dans E. La base [] SF

canonique de C[X] est donc dans E. Comme E est un espace vectoriel, C[X] C E.

Partie C La transformée de Laplace ||

1. Soit f € E. Pour tout p > 0, L(f)(p) a un sens (c’est inclus dans la définition de f € E) [] SF
et est un nombre. Donc L(f) est bien une application de R’ dans C.
La linéarité de £ vient de la linéarité de l'intégrale d’une fonction intégrable.

2. a)On integre par parties : ] SF

Foo k+1 _—pt
LOw)p) = [ e a

Pt o +00 —pt
= [ 7 _/ (k+ 1)tk S — dt
k+1
=, L(0x)(p)

b)Le cours donne : 1

Lo = [ erar =

0 p

Par récurrence’, on montre que :

k!
Vp >0, Vk e N, L(0k)(p) = vy
3. a) Pour? tout p € [a,b] et tout ¢ > 0, at < pt < bt et donc e < P! < 7. ] SF

b)En un paquet. Notons u(p,t) = e ?" f(¢). I

'Le dire suffisait : on vous aurait cru.
La je suis déja entrain de détailler. On demandait d’étre bref!
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e Pour tout ¢ > 0, la fonction u(-, ) est C*. On a :
ou
dp

e Pour tout p > 0, la fonction u(p,-) est continue par morceaux et intégrable sur
10, +00[ (car f € E).

La fonction —u(p, -) edst continue (par morceaux) sur ]0, +o0[.

p
e Pour tout segment [a,b] (0 < a < b) de |0, +o0o[, on a :

(p.t) = —tf(t)e ™.

du

Vp € [a,b], Vt >0, o (p, t)| = ‘t(ft)e—l)t‘ < ‘t(ft)e_at

= p(t)

Comme a > 0 et en utilisant le B.5.b, la fonction ¢ est intégrable sur |0, 4+o00].

Le théoréme de dérivation des intégrales dépendant d'un parameétre (version locale®)
permet donc de conclure que £(f) est C' sur ]0, +o0o] et :

e @) == [Tt de = £07) )
ou fi(t) = —tf(t).

I ¢) En se servant du B.5.c, par récurrence, pour tout k € N, £(f) est C* et
d*L(f)

dpk
I 4. Posons u(p,t) = f(t)e . On a :

e Pour tout ¢t > 0, u(-,t) est continue sur R,.

) = (1) [ e

e Pour tout p > 0, u(p, ) est continue (par morceaux) sur |0, +o0.
e Pour tout p > 0, tout ¢ > 0, |u(p,t)| < [f(t)] et f, donc |f], est intégrable.

En utilisant le théoréme de continuité d’une intégrale dépendant d’un parametre, L(f)
est continue sur [0, +0o0.

] 5.a)Posons f,(t) = e P f(t).

e Pour tout ¢ > 0, f,(tf) ———— 0 = g(t) et g est continue (par morceaux)
n — 400

sur |0, +o0.
e Pour tout n € N, f,, est continue (par morceaux) sur |0, +o00.
e Pour tout n € N, tout ¢t > 0, |f.(¢)] < ‘e’tf(t)‘ = (t). Comme f € E, ¢ est
intégrable sur |0, +o0.
Le théoreme de la convergence dominée permet de conclure que g est intégrable sur
10, +o00[ et
+o0 400
fy 0 [ et
C’est-a-dire :

L(f)(pn) P

30n pouvait aussi dire : version « sur tout segment ».
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b)Comme la suite (pn) N est une suite arbitraire qui tend vers +o00, on déduit du a. ||
n

que
L(f)(p) P 0

6.a) On integre par parties :
L = [ e
=[]y = [0 e ar

i
—0— f(0) +p/0 F(t) - e at

b)On a donc, pour p > 0,

i =19 4 400
_ SO o) g
oo p p
i)
+oo p

IT Séries entiéres [/]

Partie A continuité en une borne de la somme [/]

] SF

1. On sait que comme R =1, | — 1,1[C Dy C [—1,1] De plus on sait que f est définie en ||

1. En conclusion, Dy ne peut prendre comme valeur que | — 1, 1] et [—1, 1].

2.a)La série ) _a, converge, sa suite des restes tend donc vers 0. Donc R, — 0, donc [} SF

(Rn) est bornée.

b)Observons : R, 1 = ap+a,1+--- et R, = ayp1+ay2+---.Onadonc R,—R,_1 = [| SF
—ay,.
¢)On a : ] SF
n n n+1
> Rip(z® — 2" =3 Rya® — > Ry_ia®
k=0 k=0 k=1

= Ro + Z(Rk — Rk_l)l’k — Rnx"“

k=1

n
=Ry — Z apx® — R,a" !

k=1
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d)Comme (R, ) est bornée et que |z| < 1, R,2""* — 0. De plus > a,z™ converge et
donc en observant le membre de droite :

n +00 +o0
ZRk(ask—ka) RO—Zakask—O:S—ao—Zakxk:S—f(as)
k=0 k=1 k=1

n — +0o

Ce qui donne bien le résultat attendu.

3. a) La suite (Rn) tend vers 0. Donc, par définition, pour tout € > 0 il existe un rang N
tel que si n > N alors |R,| <e.
b)Majorons pour m > N :

m m
Z Rn(In o xn—&—l) S Z |Rn|<l‘n . In—i—l)
n=N n=N
m
S c (.Tn _ mn—&-l)
n=N
< exlV

Pour le résultat demandé, il suffit alors de faire tendre m — +o0.

N-1
¢)On sait que si # — 1, le polynome » R, (z" —2"™") — 0. La définition de cette
n=0
limite fournit I'existence de 7.
d)On majore brutalement :
400 N-1 +oo
ZRn(In _xn—l—l) S Z Rn(In _xn—&-l) + Z Rn(l'n _wn—i-l)
n=0 n=0 n=N
< 2¢

Partie B Un calcul de limite [/]

1. a) Utilisons la régle de d’Alembert. Pour x # 0, notons u,, = |v/nz"]. On a u, > 0 et

Unp41 _ VN + 1|gj’ |Qj’
U, vn n — 400

Donc :
e Si|z| < 1alors > u, converge, c’est-a-dire Y _/nz" converge absolument.
e Si|z| > 1 alors Zun diverge grossierement et donc Z Vv/na™ diverge grossiere-
ment.
Le rayon de convergence est donc R = 1.
b)On le voit de suite : ces deux séries divergent grossierement.
¢)On a donc D, =] —1,1].
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2. a) Calcul :
+o0 oo
Veel—1,1], (1—x)g(z) = Z: Vna" — Z: Szt
:f\/ﬁxn— Jiox/m—lxm (m=n+1)
04 S (Vi — VA= T

X n—(n-1)

=) ———x
n:l\/ﬁ_FVn_l

On voit donc que le rayon de convergence R; de la série entiere dont la somme est
h vérifie* R, > 1 = min(R, +00).

(@b =)

: (=" e .
b)Cours! La série ——————— satisfait aux hypotheses du théoreme spécial des
7; \/ﬁ + v — 1
1
_ est une suite décroissante positive qui tend
Vit vn—1 ) e P a

_1)»
vers (. La conclusion est alors claire : Z (1)

o1 n++vn—1

séries alternées car (

converge. La fonction h est

donc définie en —1.

¢) D’apres la propriété annoncée, h est continue en —1 car le rayon de convergence
R de h vaut au moins 1 et que h est définie en —1. Le théoreme spécial des séries

1
alternées dit aussi : h(—1) = -1+ Ry = -1+ ———+ Ry avec R; > 0 et Ry < 0.0r

| V2+1

1
2<V2+1<3etdonc —(—— < .
- - V24172
3.0n a —1 ¢ D, (question 1l.c), mais h(z) = (1 — x)g(x) tend vers une limite quand
x — —1. Comme 1 — x — 2, on a aussi g qui a une limite en —1 et cette limite est
h(—1)/2, d’ou le résultat final.

4En fait, un calcul précis montre Ry, = 1
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