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I Transformée de Laplace

Notations

Dans tout cet exercice, on note :
e 1 la fonction constante ¢t — 1.
e pour k € N, 6, la fonction t — t*. On a notamment 6, = 1.

e I I'ensemble des fonctions f, continues par morceaux sur R, telles que pour tout
p >0, t — e P f(t) soit intégrable sur R’. C'est & dire :

fEE < Vp>0, t —> e P f(t) est intégrable sur R,

+oo
< Vp >0, / e P f(t)dt converge absolument
0

e pour f € E, on note £(f) la fonction définie sur R par :
+o0o
eRy, LM = [ f@)er dw.
0

C’est la transformée de Laplace de f.

Partie A Cours

1. Citer le théoreme de la convergence dominée.

2. Citer le théoreme qui permet de montrer que F : z € A —— / f(z,t)dt est de classe
I

C'. On donnera les hypotheses < locales .

Partie B Un espace de fonctions

1. Justifier que f € E si et seulement si |f| € E.
2. Montrer que si f est intégrable sur R alors f € E.
3. Montrer que E est un espace vectoriel.

4. a) Justifier que la fonction constante 1 : ¢t — 1 est dans E.
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1
b)Montrer que f; : t — —= est dans E.

Vit

c) Est ce que f} est un élément de E?
L’ensemble E n’est donc pas stable par le produit de fonctions.

5. S0it f € E.
a) Montrer que pour tout g > 0, t — te” % est bornée sur R

b)Déduire de la question précédente que pour tout p > 0, t — tf(t)e *" est intégrable
sur RY .
Indication : on considérera q €)0,p| et on écrirap=q+ (p—q) =q+r.

¢) Montrer que pour tout k € N, ¢ — t* f(t) est un élément de E.

d)Montrer que 'ensemble des fonctions polynomiales est inclus dans E.

Partie C La transformée de Laplace

1. Montrer que £ est une application linéaire de E vers ’ensemble des applications définies
sur R .

2. a) Donner pour tout p > 0 et tout k£ € N, une relation entre L(0x11)(p) et L(0)(p).
b)Soit p > 0 et k € N. Donner la valeur de £(6x)(p) en fonction de k et p.

3. S0it f € E.

a)Soient a, b tels que 0 < a < b. Justifier brievement que pour tout p € [a,b] et tout
t>0ona:0< |te P f(t)] < |te"™f(1)].

b)En déduire que
i) L(f)est C' sur R*.
ii) il existe f; € E, qu'on déterminera, tel que [E(f)}/ = L(f1).
c) En déduire que L(f) est C* sur R%.
4. On suppose dans cette question que f est intégrable sur E. Montrer que L(f) est

continue sur [0, 4o00].
On fera bien attention au fait que O est inclus dans ’intervalle considéré.

5. S0it f € E.
a) Soit (pn)neN une suite de réels > 1. Montrer que si p,, — +o0 alors L(f)(p,) — 0.
b)Que peut-on en déduire pour la fonction L(f)?

6. Dans cette question on suppose f continue et intégrable sur R, C' sur R% et que
' €E.
a) Montrer que pour tout p > 0, L(f')(p) = —f(0) + pL(f)(p).
b)En déduire que si f(0) # 0 :
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II Séries entieres

Partie A Continuité en une borne de la somme

Soit E a,x" une série entiere de la variable réelle, de rayon de convergence R = 1 et de
n>0

somme notée f. On suppose que la série g a, converge, c’est a dire que la fonction f
n>0
est définie en z = 1.

1. Donner les deux valeurs possibles pour le domaine de définition de f.

On note S la somme de la série de terme général a,, (n > 0) et pour tout n € N, R, le
reste d’ordre n. A savoir :

+o0
S=> a,=f(1)
n=0

400 n
VneN, R, = Z ak:S—Zak
k=0

k=n+1

2. a) Justifier que la suite (R,) oy st bornée.
b)Pour n > 1, déterminer R, — R,,_1.

c¢) Montrer que pour tout n > 1, Z Ry (2 — 21 = Ry — Z apx’® — R,a" .
k=0 k=1
d)En déduire que pour z € [0, 1] la série Z Ry (z™ — 2™*') converge et que :
n>0

+oo
flz) =8 - ZRn(x” — g"th).
n=0

3. Fixons € > 0.
a) Justifier qu'il existe N € N* tel que si n > N alors |R,| < e.
+o00

Z Ry (2" — 2™t

k=N

< exhV.

b)Montrer alors que

<e

N—-1
Z Rn(ZEn _ In-&-l)

k=0

c) Justifier qu’il existe n > 0 tel que si z € [1 — 7, 1] alors :

d)En déduire que pour tout = € [1 —n, 1],

If(1) = f(z)] <2

On vient donc de montrer que lim f(x) = f(1). Les questions précédentes permettent
z— 1~

alors de démontrer la propriété suivante :
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Soit E a,x" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme .

n>0

Si a, R" converge (respectivement an(—R)" converge), c’est a dire ¢ définie
g

n>0 n>0

en R (respectivement —R) alors ¢ est continue sur [0, R] (respectivement [—R, 0]).

(.

J

Partie B Un calcul de limite

On définit les fonctions g et h par :

o(e) =3 vae", h(x) =Y ——

n:llqu_% ”n/_-l

1. a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere dont g est la somme.

b)Quelle est la nature des séries Z VnR" et Z Vn(=R)"?

n>0 n>0
¢) Donner I'ensemble de définition de g.

2. a) Montrer que pour tout = €] — 1, 1], h(z) = (1 — z)g(x).

+o00
1
b)Montrer que Z _—
~n+yvn—1

c¢) En déduire que h est continue en —1 et que l'on a :

(—1)" converge.

SL<h(-1) < -

3. Déduire des question précédentes que g n’est pas définie en —1 et que ¢ a une limite ¢

en —1 qui vérifie :
<l{< -

N | —
e~ =
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