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Séries entieres

Niels Henrik Abel 1802—-1829

Mathématicien norvégien. Sa vie est a I'image de 1’époque : mouve-
mentée et tragique. Il nait dans un pays subissant la famine suite aux
- | guerres napoléoniennes. Sa vie d’adulte celle d'un long voyage ou il par-
court une Europe partiellement détruite par les conflits pour essayer
‘ || de rencontrer les grands mathématiciens de son époque.

& | Il passera d’abord en Allemagne ou il publiera en 1825-26 six articles
‘v dont celui qui nous intéresse, puis en France ou inconnu il ne parvient

: pas a rencontrer les sommités de I’époque que sont Cauchy, Legendre

ou Poisson. Son mémoire présenté a I'académie des sciences impressionne tellement Cau-
chy que celui-ci remet sa lecture détaillée & plus tard’
Il meurt en 1829 a 26 ans d’une tuberculose.
Son article”

—1 (m—1 -2
Recherche sur la série 1+ ?m + %.ﬁ + m.(m 7 2):())m ) a3+ . ete.

est a la base des différents cours sur les séries. Son introduction est remarquablement
moderne. La voici :

Si l'on fait subir au raisonnement dont on se sert en général ou il s’agit des
séries infinies, un examen plus exact, on trouvera qu’il est en entier peu satis-
faisant, et que par conséquent le nombre de théoremes, concernant les séries
infinies, qui peuvent étre considérés comme rigoureusement fondés, est tres
limité. On applique a l'ordinaire les opérations de 'analyse aux séries infi-
nies’ de la méme maniere que si les séries étaient finies’, ce qui me semble
pas permis sans démonstration particuliere. Si par exemple on doit multiplier
deux séries infinies I'une par I’autre, on pose’

(wo + uy + ug + ug + etc.)(vg + v1 + vy + v3 + ete.) = upvy + (upvy + urvg) +
(uovg + uvy + uvg) + ete... + (ugvy + U1V 1 + UgVp_o + ... + upvg) + ete.

Cette équation est tres juste lorsque les séries ug+u; +... et vo+v1+... sont fi-
nies. Mais si elles sont infinies il est d’abord nécessaire qu’elles convergent, car
une série divergente n’a pas de somme, et ensuite la série du second membre

!Tellement tard que sa désinvolture fut & 1’origine du retour d’Abel en Norvege.

2Publié en 1826 dans le premier numéro du Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (aussi
appelé a I’époque Journal de Crelle, du nom de son rédacteur en chef)

3 Aujourd’hui on dit série tout court.

4LA c’est une somme finie.

°Le produit de Cauchy et sa somme.
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doit de méme converger. C’est seulement avec cette restriction que 'expres-
sion ci-dessus est juste; mais, si je ne me trompe, jusqu’a présent on n’y pas
encore eu égard. C’est ce que je me propose de faire dans ce traité.

Cet article continue en successivement :
e définissant la convergence d’une série;
e établissant la regle de d’Alembert ;
e établissant ce qui va devenir le lemme d’Abel ;

e démontrant la continuité de la somme d’une série entiere dans son disque de conver-
gence ;

e ¢établissant enfin le théoreme portant sur la somme dun produit de Cauchy de séries.

Le tout en 4 pages!
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Les questions

1 Rayon de convergence

Qu’est-ce que le rayon de convergence 7

Voir la définition 2.

Qu’est-ce que le disque, l’intervalle de convergence ?7

Il s’agit du disque ouvert B(0, R) ou de l'intervalle ouvert | — R, R].
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2 Etude de la somme d’une série entiere
Ou la somme est elle continue, C> 7

La somme est continue sur son disque de convergence.
La somme est C* sur son intervalle de convergence.

Et aux bornes de l’intervalle de convergence ?

A priori non on ne peut pas dire grand chose. Il faut utiliser un des théorémes d’inter-
version qui seront vus dans le cours sur les séries de fonctions.

3 Fonctions développables en série entiere
Peut-on toujours développer en série entiere ?

Non ! Voir I'exemple 6.

Quel est le lien entre intervalle de convergence et ensemble de définition ?

A priori aucun! Tout ce qu’on peut dire c’est qu’il existe r tel que 0 < r < R et
| =7, r[C Dy. L'intervalle I de la définition 3 n’est pas I'ensemble de définition de f.

Les savoir-faire

e Savoir déterminer le rayon de convergence d’'une série entiere.

Essayer de ne pas se limiter au critere de d’Alembert pour trouver un rayon de
convergence.

Pratiquer I'addition ou le produit de Cauchy de séries entieres.

Connaitre les propriétés de la somme d’une série entiere de la variable réelle.

Savoir calculer la somme d’une série entiere.

Connaitre le développements en série entiere usuels.

I Série entiere : rayon de convergence

Avant de parler de convergence, il faut définir ce qu’est une série entiere. Quelle que soit
la vision qu’on a, il s’agira d’une série dont le terme général dépend d’une variable (ici
z) et dont la somme est donc une fonction de cette variable.
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1 Définition

( Définition 1

On appelle série entiere toute série de la forme Z a,z" ou pour tout n € N, a,, € C
n>0
et z est la variable.

VOCABULAIRE

e Les a, (n € N) sont les coefficients de la série entiere. Ils ne dépendent pas® de la
variable z. Définir une série entiere revient donc a donner une suite de complexes

(an).

e Si z est réputé étre un complexe, on dira que la série entiere est de la variable
complexe. Si, au contraire, on impose z € R, on parlera alors de série entiére de la
variable réelle.

e Une série entiere est en fait une série de fonctions (les fonctions monomiales z —
a,z"). En tout état de cause, on considere souvent la somme d’une série entiere
comme une fonction de sa variable. C’est-a-dire qu’on manipulera la fonction

—+o00
S:ZECIHZCLRZ”.

n=0

Cette fonction S est donc la fonction somme de la série entiere E a,2".
n>0

e Une série entiere indexée a partir du terme N, E a,z" peut se ramener au cas de
n>N
la définition en posant a,, = 0 pour n < N.

— Alinsi, en écrivant Zx”/n, on pose ag = 0 et, pour tout n > 1, a, = 1/n.
n>1

~ AT 2 ya R ¥
— De méme la série 5 ™ est la série entiere E a,x" avec a, = 0 si n n’est
pas le carré d’un entier et a,2 = 1. Ici la variable est x...

+o00
e La somme de la série entiere g a,z" pourra s'écrire f(z) = g a,z". Ainsi f(0) =

n=0
ap est toujours défini.

SDonc leur écriture ne contient pas la lettre z
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2 Le rayon de convergence

Propriété 1 (lemme d’Abel)

Soit E a,z" une série entiere. Si pour un réel p > 0, la suite (a,p") est bornée, alors

la série g a,z" est convergente pour tout complexe z élément du disque ouvert

B(0, p), c’est-a-dire pour lequel |z| < p.
&

)
On s’intéresse ainsi a 'ensemble’” des p tels que (a,p") est bornée.
a
Définition 2
Soient Zanz” et E, = {p € Ry | (anp™) est bornée}. On appelle rayon de conver-
gence de la série entiere Z a,z" la borne supérieure de E, dans R U {+oc}
. J

Théoréme 2

soit Z a,z" une série entiere de rayon de convergence R € R U {+o0}.

(1) Si R < 400 (c’est-a~dire R € R) et si |z| > R alors la suite (a,2") n’est pas
bornée et Z a,z" diverge grossierement.

(2) Si R > 0etsi|z| < R alors la série Z a,z" converge absolument.

& J

EXEMPLES 1 "

g . z
1. La série exponentielle g — converge pour tout z € C. On a donc R = +o0.
n

2. g 2" R = 1. Divergence sur le cercle de convergence (sic, d'ou I'expression cercle d'incer-
titude)

3. E z”/n2 : R =1. Convergence sur le cercle de convergence.

4, g 2" /n : R = 1. Convergence sur le cercle de convergence sauf en z = 1.

3 Détermination du rayon de convergence

Tout se base sur le théoreme 2. En fait, il pourrait presque servir de définition pour le
rayon de convergence. La propriété suivante est une reformulation des deux points du
théoreme.

Il dépend bien sir de la suite des coefficients.
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Propriété 3

Soient Z a,z" une série entiere de rayon de convergence R et z, € C.
(1) Si la suite (a,zy) est bornée alors |zp| < R.

(2) Si la série Z anzy diverge alors R < |z

J
Propriété 4 (comparaison de rayons de convergence)
Soient Z a,z" et Z b,2" deux séries entieres de rayons de convergences respectifs
Ra et Rb'
(1) Sia, = O(by,) alors R, > R,
+oo
(2) Si|an| ~ |b,| alors R, = Ry.
+00
(S J

Propriété 5

Les séries entieres g a,z" et g na,z" ont méme rayon de convergence.
. J

EXEMPLES 2
1. Rayon d d Ll
. Rayon de convergence de Z ﬁz .

n!
2n+1

2. Rayon de convergence de la série entiere Z 1--3.5-@2nt1)

3. Rayon de convergence de Z anz™ oll a, est la n¢ décimale de v/2. Que vaut la somme pour
z=1/107

4. Rayon de convergence de Zf(n)z” ou f est une fraction rationnelle non nulle.

5. Rayon de convergence de Znaanz" a partir de celui de Zanz”.

4 Opérations sur les séries entieres

p
Propriété 6

Soient deux séries entieres Z a,z" et Z b,z" convergeant absolument toutes deux
dans B(0,r) et de sommes respectives f et g.

(1) Pour tout A € C, la série entiere Z Aa,z" converge dans B(0,7) et a pour
somme \f.
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(2) La série entiere Z(an + b,)z" converge absolument dans B(0,r) et a pour
somme f + g.

n
L . N n . .
(3) La série entiere g 2" avec ¢, = g apby = E apby,—, converge absolu-
ptg=n p=0

ment dans B(0,7) et a pour somme fg.
& J

VOCABULAIRE La série entiere Z cn 2" est le produit de Cauchy des deux séries entieres
Z anz" et Z b,z".

EXEMPLE 3 Le produit de cauchy de Zm” par elle méme est Z(n + 1)a"...

Corollaire 7

Soient R, et Ry les rayons de convergence respectifs des deux séries entieres Z anz"
et Z b,z".
(1) Le rayon R de la série entiere Z(an + b,)2" vérifie :
Ry > min(R,, Ry).
De plus, si R, # Ry, Rs = min(R,, R}).

(2) Le rayon de convergence R, du produit de Cauchy des deux séries entieres
Z a,z" et Z b, 2" vérifie :

R, > min(R,, Ry).

Corollaire 8

L’ensemble des suites complexes (a,)nen telle que la série entiere converge dans le

disque ouvert B(0,7) est un sous-espace vectoriel du C-espace vectoriel cN.
- J

II Continuité et dérivabilité

Le principe est simple : a 'intérieur du disque ouvert ou de l'intervalle ouvert de conver-
gence tout est facile...

1 Résultat préliminaire
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Propriété 9

(1) Soit f une fraction rationelle non nulle. Les séries entieres Z f(n)a,z" et

g a,z" on méme rayon de convergence.

(2) En particulier les séries entieres Z anz", Z na,z""' et Z

Ap,
] 2" ont
n>1

n

méme rayon de convergence.

Théoréme 10 (Développement limité a I’ordre 1)

Soit E a, 2" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme f. Notons

g la somme de la série entiere E napz™ .

n>1
Soit zg € B(0, R). 1l existe un réel p > 0 et une fonction ¢ tels que :

(1) B(zo,p) C B(0, R) (c’est-a-dire |z9| + p < R);
(2) € est définie sur B(0, p) et a pour limite 0 en 0;

(3) pour tout h € B(0, p) (c’est-a-dire tel que |h| < p),

f(z0 + h) = f(20) + hg(20) + he(h).

2 Variable complexe : continuité

p
Corollaire 11

Avec les hypotheses du théoreme 10.

La fonction f est une fonction continue sur le disque ouvert B(0, R).
-

p
Propriété 12

Soit E a,z" une série entiere de la variable complexe, de rayon de convergence

R € R et de somme f. Si la série Z la,,|R™ converge alors, f est continue sur le
disque fermé B'(0, R).
-

3 Variable réelle : continuité

Le plus simple.
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Propriété 13

Soit Z a,x" une série entiere de la variable réelle, de rayon de convergence R > 0
et de somme f.
Alors la fonction f est continue sur U'intervalle ouvert | — R, R].

Propriété 14

Soient E a,z" et g b,z" deux séries entieres convergeant toutes deux sur 'intervalle

ouvert | — r, r[, de sommes respectives f et g.
Si pour tout x €] — r,r[, f(z) = g(x) alors pour tout n € N, a,, = b,.

Corollaire 15

Soit E a,x" une série entiere de la variable réelle, convergeant sur un intervalle

| = r,r[ (avec r > 0) et de somme f.
Alors f est paire (respectivement impaire) si et seulement si ¥n € N, ag,11 = 0

(respectivement ag, = 0).
. J

4 Variable réelle : dérivation et intégration

Théoréeme 16

Soit Z a,x" une série entiere de la variable réelle, de rayon de convergence R > 0
et de somme f.
Alors f est une fonction de classe C' sur | — R, R et :

Vo €] — R,R|, f'(x) = Znanx"ﬂ.
n=1

(S )

p
Corollaire 17

Avec les mémes notations, f est de classe C* sur | — R, R et, pour tout p € N et
tout z €] — R, R[ :

+o00
f(P)(x) = Zn(n — 1) . (n —p+ 1)(lnl’n_p
=3 "t p)ntp—1) - (0 Dagpa”

n=0
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L En particulier £ (0) = play. J
EXEMPLE 4 En dérivant p fois la fonction x — 1 sur ] — 1, 1], on obtient :
—x
1 o n+p\ ,
wel-bit g =2 (77

Corollaire 18

Avec les mémes notations.

(1) Pour tout segment |a, b inclus dans | — R, R] :
b +o0 b
/ flx)dx = Zan/ " dx.
a n—0 a

(2) En particulier, pour tout z €] — R, R] :

T +oo
a
t)dt = n gl
/0 f(t) nE_On+117

- J

EXEMPLE 5 (suite de I'exemple 4) Nous savons que pour tout x €] — 1,1 :

*llag¢
—In(l—=z) = —
o SELE
Donc, pour tout z €] — 1,1 :
—In(l—=z) = f il
n:1n+1

III Fonctions développables en série entiere

La question est historiquement sensible. En effet on a longtemps cru que toutes les fonc-
tions indéfiniment dérivables étaient des sommes de séries entieres. Ce n’est que pendant
la seconde moitié du XI1xe¢ siecle que des contre-exemples ont été produits pour infirmer
cette idée. L’exemple 6 est typique de fonctions qui sont C* sur R et qui ne sont pas la
somme d’une série entiere.

1 Notion de développement en série entiere
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Définition 3

Soient I un intervalle ouvert de R contenant 0 et f une fonction de la variable réelle,
a valeurs dans C et définie sur I. On dit que f est développable en série entiere sur
I s’il existe une série entiere Z a,z" telle que :

+o0
Veel, f(z) = Zanx”.
n=0

- J

p
Propriété 19

Soit I un intervalle ouvert de R contenant 0. L’ensemble des fonctions de / dans C
qui sont développables en série entiere sur I est un sous-espace vectoriel de C*°(1, C).

Il est aussi stable par la multiplication.
. J

On voit tout de suite que le corollaire 17 permet immédiatement de déduire que si f
est développable en série entiere alors la série entiere du développement est la < série de

() (0
Taylor > de f, c’est-a-dire Z A ):c”

n!

-

Propriété 20

Soient [ un intervalle ouvert de R contenant 0 et f une fonction de la variable réelle,
a valeurs dans C, définie sur I et de classe C™.
Pour que f soit développable en série entiere sur [ il faut et il suffit que :

Vz el, lim @ fD () dt = 0,

n—-+oo 0 n

et dans ce cas le développement en série entiere de f coincide avec sa série de Taylor :

f0) .,
> — "

Le rayon de convergence R vérifie I C|] — R, R|.

& J

p
Propriété 21

Avec les notations précédentes;, si I =] — a,+a[ et si :

Vr <a, AM, e Ry, Vz € [-r,r] ¥n € N,

f(2)] < M.

Alors f est développable en série entiere.
. J

ATTENTION Il existe des fonctions C*™ qui ne sont pas développables en série entiere

EXEMPLE 6 On considere f définie pour tout = # 0 par f(z) = exp(—1/22) et f(0) = 0.
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2 Florilege de fonctions développables en série entiere

Sur C

On a deux sommes de séries entieres de la variable complexe : la série exponentielle et la
série géométrique et ses dérivées.

Propriété 22 (Série exponentielle)
Pour tout z € C : .
exp(z) = ) Z—T
n=0
L Le rayon de convergence est R = +o0. |

p
Propriété 23 (Serie géométrige et ses < dérivées >)

Pour tout complexe z tel que |z| <1 :
1 R,
O
n=0
1 o n+p\ .,
(1_Z)p+1_2( P &

n=0

+oo -
= n—p
> (;):

Le rayon de convergence est R = 1.
. J

Fonctions hyperboliques

-

Propriété 24

Pour tout z € R :

i’i xQn
ch(z) =
— (2n)!
e 2n+1
x
sh(z) =
— (2n + 1)!

Le rayon de convergence est R = +o0.
. J
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Fonctions circulaires

On continue en utilisant les formules d’Euler, pour obtenir sin et cos

Propriété 25

Pour tout z € R :

cos(z) = nzg(—l)"(;n)!
hcO p2n+l
sin(z) = ;(_ S et

Le rayon de convergence est R = +o00.
.

Séries déduites de la série géométrique

1 X
De la série géométrique T~ ; 2" (R=1) on déduit :

Propriété 26

Pour tout z €] —1,1[, on a :

T
In(l —2)=— —
n( x) 2.7
+oo "
In(l + ) = Z(—nn“;
n=1

Le rayon de convergence est R = 1.
&

Propriété 27

Pour tout z €] —1,1[, on a :

1 142 +0oo p2nt+l
argth(m):ﬁln(l—x) =2 i1

n=0

arctan(x) = Z(_l)nZn 1

n=0

Le rayon de convergence est R = 1.

=
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Série du binome

-

Propriété 28
Pour tout réel v et tout x €] — 1, 1], on a :
ala—1 ala—1)---(a—n+1
(1+:E)a=1+aa:+¥x2+~--+ ( ) n'( )x"—l—
_fa(a—l)---(a—n—i—l)xn
_n—O n! '
le rayon de convergence étant R =1si « € Net R = +o00 si a € N.
. J
Corollaire 29
Pour tout z €] — 1,1] :
1 41-3:5---(2n—3)
1 -1 T T2 1nl n
Vito=1l+4gw— o2+ + (=1) 216 (2n) T
1 3 5 1-3:5---(2n—1)
Vita g Y S s
Le rayon de convergence est R = 1.
- J
p
Corollaire 30
Pour tout =z €] — 1,1 :
in(z) +x3+ 3 5 +1-3~5--~(2n—1) pntl N
arcsin(v) = + — + —2° 4 - - -
6 40 2:4-6---(2n) 2n+1
3 1-3-5---(2n—1) 22!
shiz) =0 — —— + 25 ... 4 (=1
argsh(v) = o =+ @'+ D TGy a1
Le rayon de convergence est R = 1.

- J

3 Méthodes pour développer en série entiere une fonction donnée
Fractions rationnelles

Le tout par I'exemple.

1
EXEMPLE 7 Développer en série entiere x — f(x) = CEnICE) ou a et b sont deux
x—a)(r—

complexes non nuls.
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Méthode par dérivation ou intégration

Apres dérivation/intégration, il peut arriver qu’une fonction soit sous une forme qui
)
permette de trouver facilement un développement en série entiere.

EXEMPLE 8 Développer en série entigre x — f(z) = arctan(z + v/3) en passant par f.

Utilisation du produit de Cauchy

EXEMPLE 9 Développer en série entiere x — (arctan z)?.

Utilisation d’une équation différentielle

I1 s’agit d’'une méthode classique. On a déja vu son utilisation dans la démonstration de
la propriété 28.

EXEMPLE 10 Développer en série entiere f : z — (arcsinz)?. On montre d'abord que f est
solution sur | — 1,1[ de (1 — z?)y” — 23/ = 2.
4 Sommation de séries

Trouver la somme d’une série entiére donnée
Par I'exemple.

EXEMPLES 11

—+o0
1. Calculer Zn‘gw".
n=0

+o0 "
2. Calculer ;:0 Y,
3. Calculer Ji:.o <2n> z"
n=0 i

Sommer une série numérique

Pour sommer E a,, on peut utiliser une série entiere E a,x" (ou, si besoin est E anz’",

etc.) de rayon de convergence R et dont on exprime la somme f. Deux cas se présentent
alors.

+oo
e Si le rayon de convergence R est tel que R > 1, il n’y a pas de probleme et Z an =

7).
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e Si, par contre R = 1, on ne peut conclure avec les théoremes du cours... Il va falloir
procéder a une étude plus poussée en utilisant par exemple des théoremes du cours
sur les suites et séries de fonctions.
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